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Resumen

En estas páginas se describen algunas conexiones entre algunos métodos de Clasificación
Supervisada (Máquinas de Vector de Apoyo, Vecinos Más Cercanos) y ciertos problemas de
Localización.

1. Introducción

En la última década, la capacidad de almacenamiento de información digital se ha duplicado
cada nueve meses. Crece, por tanto, a una velocidad muy superior a la prevista por la ley de
Moore para el crecimiento de la capacidad de cálculo, [12, 16], provocando la aparición de las
denominadas fosas de datos, [12]: datos que son almacenanados y descansan en paz, sin que
nadie los reclame o los recuerde.

Con este panorama se ha desarrollado una disciplina conocida como Mineŕıa de Datos,
cuyo objetivo es explorar grandes volúmenes de datos para extraer información previamente
inesperada y potencialmente útil.

Usando herramientas matemáticas de diversos campos, como la Investigación Operativa, la
Estad́ıstica o la Inteligencia Artificial, está siendo aplicada en multitud de sectores, donde se ge-
neran bases de datos de gran tamaño, en ocasiones muy desectruturadas y con ruido (valores per-
didos, valores erróneos, . . . ). Entre ellos podŕıamos citar la Bioinformática (expresión genética,
. . . ), el Márketing (segmentación de clientes, medida del éxito de campañas,. . . ), Gestión de
Empresas (Customer Relation Management,. . . ), la Banca (valoración de riesgo en créditos a
clientes, detección de fraude en tarjetas de crédito . . . ), Internet (Mineŕıa de páginas web), o la
Farmacoloǵıa (diseño de medicamentos, . . . ). Las referencias [1, 3, 13, 14, 17] pueden servir de
introducción al tema.

Uno de los cometidos básicos de la Mineŕıa de Datos es clasificar casos, a través de la
llamada clasificación supervisada. Tenemos un conjunto de objetos Ω. Cada objeto u ∈ Ω tiene
dos componentes u = (xu, cu), donde xu ∈ X (usualmente xu ∈ <p) representa el vector de
variables predictoras, y cu ∈ C es la clase a la que pertenece u. Se dispone de un conjunto no
vaćıo de objetos I ⊂ Ω, la muestra de aprendizaje. El objetivo es predecir, a partir de I, la
clase cv a la que pertenece un objeto v ∈ Ω conociendo sólo xv. Por ejemplo, en una aplicación
de diagnóstico médico, se usarán los datos de un conjunto de pacientes de los que sabemos con
certeza si tienen o no una cierta enfermedad como muestra de aprendizaje, y con esta información
se construirá la regla, que será usada para diagnosticar a futuros pacientes.
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Describimos a continuación dos estrategias de clasificación, estrechamente relacionadas con
ciertos problemas de localización: las Máquinas de Vector de Apoyo y los Métodos de Vecino
Más Cercano.

2. Máquinas de Vector de Apoyo

Por simplicidad en la exposición, supondremos el caso binario, C = {−1, 1}, y que X = <p.
Se buscan ω ∈ <p, β ∈ <, se construye la función de evaluación f,

f(x) = ω>x + β, (1)

y con ésta, la regla lineal de clasificación que clasifica en el grupo 1 a aquellos x ∈ <p con
f(x) > 0 y en el grupo −1 a los x con f(x) < 0. Los x con f(x) = 0 serán clasificados siguiendo
alguna regla predeterminada.

La primera pregunta que nos hacemos es si existen o no ω, β tales que la correspondiente
regla lineal clasifique correctamente el 100 % de los individuos de I,

yu
(
ω>xu + β

)
> 0 ∀u ∈ I. (2)

2.1. El caso separable.

Cuando el sistema (2) sea factible, diremos que I es separable linealmente. Cualquier (ω, β)
solución de (2) satisface que ω 6= 0. En particular, (ω, β) genera un hiperplano, {x ∈ <p :
ω>x + β = 0}, de modo que el semiespacio {x ∈ <p : ω>x + β > 0} contiene al conjunto
{xu : u ∈ I, cu = 1}, y el semiespacio {x ∈ <p : ω>x + β < 0} contiene al conjunto {xu : u ∈
I, cu = −1}.

Bajo separabilidad lineal de I, el sistema (2) tiene infinitas soluciones, que generan infinitos
hiperplanos distintos. ¿Cómo elegimos una de estas soluciones? La calidad de la clasificación,
sobre la muestra de aprendizaje, es idéntica: todas clasifican correctamente el 100 % de I. Sin
embargo, no todas parecen igualmente razonables. Las Máquinas de Vector de Apoyo se basan
en la idea de que es conveniente elegir un hiperplano que esté alejado de las dos clases.

Se fija una norma ‖ · ‖ en <p para medir las distancias (usualmente la eucĺıdea). Para un
objeto u ∈ I, la distancia entre xu y el semiespacio en el que quedará clasificado incorrectamente
viene dada por

ρu(ω, β) = máx
{

yu(ω>xu + β)
‖ω‖◦

, 0
}

, (3)

e.g. [2], donde ‖·‖◦ denota la norma dual a ‖·‖. Se define el margen en la muestra de aprendizaje
I como el mı́nimo ρu :

ρI(ω, β) = mı́n
u∈I

ρu(ω, β).

El clasificador buscado es aquél que no sólo clasifique correctamente a todos los objetos de
I, sino que tenga margen máximo.

Geométricamente, la búsqueda del clasificador de máximo margen puede verse como un
problema de Localización, [3], pues el problema es equivalente a construir la banda de máxima
anchura (las distancias medidas con la norma ‖ · ‖) que deja un grupo a cada lado.
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Usando la homogenidad de la función margen, el problema de maximización del margen
puede ser formulado como el siguiente problema convexo con restricciones lineales:

mı́n ‖ω‖◦
s.a.: yu

(
ω>xu + β

)
≥ 1 ∀ ∈ I

ω ∈ <N , β ∈ <.
(4)

2.2. El caso no separable

Cuando I no es linealmente separable, el problema (4) es infactible, por lo que deben apli-
carse enfoques alternativos. Uno de estos enfoques consiste en aplicar a los datos, como pre-
procesamiento, una transformación φ : <p → F, donde F es un espacio vectorial de mayor
dimensión (posiblemente infinita), de manera que, en el nuevo espacio, la muestra de aprendiza-
je Î = {(φ(xu), cu) : u ∈ I} sea linealmente separable, [6, 9, 10, 11, 15]. Conseguido esto, se
buscan ω ∈ F, β ∈ <, y se construye la regla de clasificación, que estaŕıa basada en la función f,

f(x) = ω>φ(x) + β, (5)

que asigna, como es habitual, al grupo 1 si f(x) > 0, y al grupo −1 si f(x) < 0. Esta regla es
lineal sobre los datos transformados, pero no lineal en el espacio original <p.

El problema de maximización del margen es

mı́n ‖ω‖◦
s.a.: yu

(
ω>φ(xu) + β

)
≥ 1 ∀ ∈ I

ω ∈ F, β ∈ <.
(6)

Para el caso en que ‖·‖ sea poliédrica y F tenga dimensión grande (pero finita), (6) se escribe
como un problema lineal de gran tamaño, para cuya resolución son especialmente convenientes
técnicas de generación de columnas, permitiendo al mismo tiempo hacer selección automática
de variables, [6].

Una estrategia alternativa (y a veces complementaria) para abordar el caso no separable, es
la que se basa en la maximización del márgen débil, [7, 8, 15], en la que, partiendo del problema
infactible (4), se perturban sus restricciones para hacerlo factible, introduciendo una penalización
en el objetivo para controlar la perturbación introducida.

Terminamos el análisis comentando que, en una gran variedad de aplicaciones, la importancia
del error cometido al clasificar incorrectamente un objeto depende fuertemente del grupo al que
éste pertenece: los costes asociados a los falsos positivos y a los falsos negativos pueden ser
muy distintos, y, como en el caso del diagnóstico de enfermedades, puede ser dif́ıcil cuantificar
esa importancia asignando costes. En tal caso podemos plantear el problema biobjetivo de
maximización simultánea del margen en cada uno de los dos grupos. Como se prueba en [4],
para el caso eucĺıdeo, las soluciones eficientes resultan ser hiperplanos paralelos a la solución del
problema de máximo margen clásico (6).

Fijando el ω obtenido al resolver (6), y dejando variar β, se obtienen las distintas soluciones
eficientes, que dan distintos niveles de compromiso entre los falsos positivos y los falsos negativos.
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3. Método del vecino más cercano

El método del vecino más cercano y sus variantes están basados en la idea intuitiva de que
objetos parecidos pertenecen a la misma clase, de manera que la clase a la que pertenece un
objeto puede ser inferida a partir de la clase a la que pertenecen los objetos (o el objeto) de la
muestra de aprendizaje que más se le parecen.

La idea de parecido es reflejada formalmente en el concepto de disimilaridad o de distancia.
Dada una disimilaridad d(·, ·), la regla de clasificación del vecino más cercano (1-NN), basada
en la muestra de aprendizaje I, asignará un objeto u ∈ Ω a la clase a la que pertenezca el objeto
v ∈ I más parecido a u, i.e., tal que

d(xu, xv) = mı́n
w∈I

d(xu, xw). (7)

En caso de empate, debe asignársele una, como por ejemplo la clase más frecuente o una clase
elegida aleatoriamente.

Uno de los mayores inconvenientes de este método es que, cuando la muestra de aprendizaje
I contiene muchos objetos, requiere una gran cantidad de almacenamiento. Además cada vez
que se va a clasificar un nuevo objeto, se necesita calcular su disimilaridad a cada uno de los
objetos de I lo que supone un coste computacional muy alto, especialmente si la dimensión p es
también alta.

Por ello, han aparecido multitud de métodos en la literatura en los que la muestra de apren-
dizaje I es sustituida, en la fase de clasificación de nuevos individuos, por otra más pequeña J,
a cuyos elementos se les conoce con el nombre de prototipos, de manera que el comportamiento
de la regla de clasificación no empeore o incluso mejore por ser menos sensible a la presencia de
observaciones extrañas o erróneas.

En [3, 5] podemos encontrar una reciente revisión de los métodos basados en prototipos, su
formulación como problemas enteros y su resolución exacta o heuŕıstica.
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