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Resumen

En este articulo se describen diversos problemas estudiados por miembros del Nodo de
geometria computacional que participa en la Red Temdtica de Andlisis de Localizaciones
y sus Aplicaciones, ilustrando tanto la interaccién entre las disciplinas como la actividad
propia.

1. Introduccion

El Nodo de geometria computacional que participa en la Red Temdtica de Andlisis de Locali-
zaciones y sus Aplicaciones estd integrado por miembros de diversos grupos de investigacién en
geometria computacional, cuya temédtica de investigacién personal incide con cierta significacién
en los problemas de interaccién entre ambas disciplinas.

La geometria computacional, también llamada geometria algoritmica, tiene como nucleo el
desarrollo de algoritmos eficientes para resolver problemas geométricos. En general se intenta
obtener algoritmos exactos para manejar datos en cantidades masivas, y su eficiencia se mide
por comparacién asintotica de funciones parametrizadas por el tamafio del input, que describen
el comportamiento en el peor caso. Naturalmente, cuando sélo se dispone de heuristicas o se
comparan implementaciones de un mismo algoritmo, la experimentacién es también indispensa-
ble. El lector interesado en una descripcién mas amplia puede consultar si lo desea el articulo
panoramico [35] o el libro de texto [21].

El caracter transversal de la geometria computacional le viene conferido de manera natural
por la presencia de problemas de computacién geométrica en multitud de aplicaciones, como por
ejemplo la informatica gréfica, el diseno y fabricacién asistidos por ordenador (CAD/CAM), el
reconocimiento de formas y patrones (pattern recognition), la morfologia computacional, el diseno
de circuitos integrados a gran escala (VLSI), la visién artificial, los sistemas de informacién
geografica y la robodtica.

Como numerosos problemas de localizacién 6ptima pueden plantarse en términos geométri-
cos, también en esta area es natural encontrar una presencia significativa de la geometria com-
putacional (véase el articulo [42]). En este texto, en vez de describir esta interaccién de forma
abstracta, nos centramos en presentar los problemas estudiados en algunos de los trabajos de
los miembros del nodo, ilustrando tanto la mencionada interaccién como nuestra propia activi-
dad. Aclaremos que aqui sélo se describen los problemas, por lo que respecta a sus soluciones
remitimos al lector a los articulos que se citan. Varios de los trabajos provienen de las tesis
doctorales [17, 18, 19, 41, 43], que constituyen también un ejemplo de la fecunda interrelacién
entre la geometria algoritmica y el estudio de los problemas de ubicacién éptima.



2. Objetos recubridores

Si un conjunto S de n puntos del plano representa las ubicaciones de una serie de clientes
o usuarios, el punto p del plano que minimiza la mayor de sus distancias a los elementos de S
se llama el 1-centro euclideo de S, y es la ubicacion 6ptima, por ejemplo, para un servicio de
naturaleza urgente, como puede ser un hospital. Hallar este punto p es equivalente a encontrar
el circulo de menor radio que cubre el conjunto S y tomar su centro p, problema que en estos
términos ya fue formulado por Sylvester en el siglo XIX (Figura 1, izquierda).
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Figura 1: 1-centro euclideo y corona recubridora minima.

Aunque la busqueda de p ha de hacerse en principio en todo el plano, es ficil discretizar el
problema observando que su ubicacién sélo puede ser la de un punto medio definido por dos
elementos de S, o bien el centro de una de las circunferencias que pasan por tres puntos de S.
Como esto nos da del orden de n? circulos candidatos, y comprobar cudles realmente son circulos
recubridores se hace en O(n) operaciones por candidato, la seleccién del 6ptimo puede hacerse
en tiempo proporcional a O(n*) mediante este algoritmo claro e intuitivo, pero muy costoso. La
investigacién en el problema condujo finalmente en los anos setenta a algoritmos O(nlogn) y en
los ochenta a algoritmos éptimos O(n) con métodos de geometria computacional (los detalles se
pueden consultar en [42]).

Se han estudiado muchas variantes del problema anterior. Por ejemplo, en [38] se da un
algoritmo éptimo para hallar el punto ¢ del plano que minimiza la mayor de sus distancias a
los elementos de S y ademas satisface m restricciones lineales dadas. En otras palabras, ¢ es un
1-centro euclideo que se halla dentro de cierta regién convexa (posiblemente vacia). El algoritmo
de [38] evita la construccién de la regién, que se trata implicitamente con los métodos de [34],
pues su construccién explicita daria necesariamente algoritmos menos eficientes.

El ejemplo anterior ilustra cémo diversos problemas de ubicacién minimax se transforman
en problemas de cubrimiento con objetos geométricos. Del mismo modo, hallar la recta que
minimiza la maxima distancia a los puntos de S equivale a cubrir S con una franja (regién
comprendida entre dos rectas paralelas) lo mds estrecha posible. En este problema, la recta
puede interpretarse como una trayectoria, posiblemente de transporte.

En los trabajos [23, 24] se obtienen trayectorias poligonales 6ptimas con restricciones en
su longitud o nimero de codos. En [22, 33] se dan algoritmos eficientes para el caso de una
trayectoria circular (Figura 1, derecha), mientras que en [9] se hace lo propio para trayectorias
(coronas) rectangulares paralelas a los ejes o de orientacion libre y forma (aspect ratio) fija. Vale
la pena destacar que estos ultimos problemas también tienen sentido desde el punto de vista



de la Metrologia, pues si la corona no es “suficientemente estrecha” se obtiene un criterio para
descartar la presunta forma de una pieza u objeto.

En el articulo [2] se muestra cémo situar una corona de amplitud prefijada, de forma que
cubra al maximo posible de puntos. La eficiencia del método requiere el estudio de los arreglos
de circulos, tema que se trata en [3].

Naturalmente cabe considerar cubrimientos por més de un objeto. Por ejemplo, en [10] hay
dos conjuntos de puntos S y 7', linealmente separables, y se desea cubrirlos con sendos circulos lo
mas pequenos posible, pero de forma que la mediatriz de sus centros separe S y T'; esto garantiza
cierta calidad en los centros como representantes de los conjuntos. En el trabajo [1] se ve c6mo
clasificar los puntos de un conjunto de forma que cualquier circulo que cubra al menos k£ puntos
contenga k de ellos dnicos en su clase, un problema cuya motivacién y aplicacién radica en la
asignacion de frecuencias de emisoras y de telefonia.

Algunos de estos problemas tienen cierto cardcter estadistico, pues la eleccién de centros
puede interpretarse como la eleccién de objetos representantes, y el descarte, en su caso, como
eliminacién de datos descentralizados o anémalos. En [4] se clasifica la internalidad /externalidad
de los puntos de una nube a través de su triangulacién de Delaunay, y un tema similar, los
contornos de profundidad, se estudia en [39]. Finalmente, mencionaremos que en los trabajos
[16] y [13] se obtienen rectas y puntos, respectivamente, de cardcter centralizador.

3. Objetos vacios

Cuando el servicio que se desea ubicar conlleva riesgo, como ciertas plantas industriales, o
aspectos desagradables, como es el caso de un vertedero, lo que se desea es hacer méaxima la
distancia al cliente o usuario més cercano, por lo que estos problemas a menudo se describen
como de bisqueda de anticentros. Geométricamente esto corresponde a encontrar el mayor objeto
posible de cierto tipo que esté vacio de los puntos u objetos que modelen a los clientes o usuarios.
A menudo se exigen restricciones adicionales en la posicién del objeto, pues de otro modo
se podria tomar “infinitamente” lejos y arbitrariamente grande, pero careceria de sentido con
respecto a la aplicacion.

Por ejemplo, en el trabajo [25] se busca la trayectoria poligonal de a a b, con longitud acotada
y a lo sumo un codo ¢, que hace méxima la menor de las distancias a los puntos d eun conjunto
S. La cota en longitud se traduce en que ¢ no puede ser externo a una elipse de focos a y b, y
la optimalidad en el “grosor” maximo de la regién barrida por un disco cuyo centro describa la
trayectoria. Esta region es llamada boomerang en [25] (Figura 2).

Figura 2: Boomerang vacio asociado a una trayectoria de un codo.



Problemas similares al anterior han sido objeto de una intensa cooperacion entre miembros
del Nodo de geometria computacional y miembros del Nodo de la Universidad de Sevilla. Asi,
por ejemplo, en [31] se trata un problema muy similar al anterior, una trayectoria poligonal
anticentro de un codo, pero sin limitacién de longitud ni puntos de anclaje. En el articulo [26]
se dan algoritmos para la obtencion de una trayectoria circular nociva de tamano maximo. En
[27] se estudia la ubicacién éptima de varios objetos anticentro, particularmente segmentos.
Finalmente mencionaremos que en [30] se calcula una recta maximin en el plano para obstaculos
poligonales, y que en [28, 29| se obtiene el plano éptimo anticentro para un conjunto de puntos
en el espacio tridimensional.

4. Diagramas de Voronoi

Dado un conjunto de puntos S en el plano euclideo, su diagrama de Voronoi es la descom-
posicién del plano en las regiones formadas por los puntos que son mas cercanos a cada uno de
los puntos de S (Figura 3).

Figura 3: Diagrama de Voronoi del punto més cercano.

Estos diagramas admiten numerosas generalizaciones. Por ejemplo, pueden considerarse re-
giones asociadas a los k vecinos mas cercanos en vez de a uno sélo, o formarse regiones segin el
punto de S mas lejano, o tomar objetos que no sean puntos, posiblemente en dimensién superior
a 2, o en presencia de métricas diferentes de la euclidea.

Como los diagramas de Voronoi “capturan” poderosamente la informacién sobre proximidad,
se han constituido en la herramienta mas ubicua de la geometria computacional, y la que se halla
presente en mayor tipo y nimero de aplicaciones; una buena referencia sobre el tema es [40].

Estos diagramas tienen aplicacién muy relevante en andlisis locacional. Por ejemplo, es facil
ver que una trayectoria maximin para cruzar una nube de puntos se ha de hacer recorriendo
aristas del diagrama de Voronoi del punto mas cercano, y que el anticentro euclideo ha der un
vértice de dicho diagrama (si se busca dentro de una determinada regién también podria hallarse
en una interseccién de su frontera con el diagrama). Similarmente, el 1-centro euclideo se halla
en un vértice del diagrama de Voronoi del punto més lejano.



En [6, 7] se estudia el problema siguiente: dados k conjuntos de puntos del plano, S1, ..., Sk,
hallar el menor circulo que contiene al menos un punto de cada conjunto. Si pensamos, por
ejemplo, que los elementos de S7 corresponden a escuelas, los de S2 a hospitales, los de S3 a
supermercados, etcétera, la interpretacién en términos de ubicacion éptima es inmediata. Este
mismo problema se trata en [36] cuando el espacio de localizacién subyacente es una red o un
grafo en vez del plano.

Otro tipo de problemas corresponden al caso en que la métrica es de tipo temporal -como por
ejemplo en presencia de una red de transporte-, cuando lo que gobierna el comportamiento de
los usuarios y el diseno de los servicios es el tiempo empleado en los desplazamientos, en vez de
la distancia recorrida. Estos problemas han sido tratados en la serie de articulos [5, 11, 12, 37].
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Figura 4: Una bola temporal (metro de Valencia).

Para comprender la dificultad de abordar eficientemente el tratamiento algoritmico de este
grupo de problemas, consideremos el caso de una ciudad y una red de metro. Si en el plano
euclideo lo que puede cubrirse partiendo de un punto p y viajando a distancia 1 es simplemente
un circulo de radio 1, cuando hay una red de metro, si es que se puede llegar a una estacion,
cabe la posibilidad de tomar el metro y salir de nuevo al exterior y seguir desplazandose. De este
modo, una unica bola temporal consiste en la reunién de muchas bolas euclideas (Figura 4), y
es facil imaginar la complicacion de obtener diagramas cuya construccién depende precisamente
del manejo de las bolas temporales.

Figura 5: Bolas temporales relativas a una autopista ideal: la forma depende de la posicion del
centro de la bola con respecto a la recta-autopista.



Cuando el acceso a la red de transporte se puede hacer sélo en unos puntos determinados,
como las estaciones del metro, el modelo se llama discreto, en oposicién al modelo continuo en
que se supone que la red es accesible en cualquier punto. Un tanto sorprendentemente, el modelo
continuo presenta todavia mas dificultades que el discreto por lo que respecta a la obtencién
de algoritmos eficientes. Por ejemplo, si consideramos una autopista ideal modelada por una
recta, la forma de una bola temporal depende de la posiciéon del punto de partida con respecto
a la autopista (Figura 5). Este problema ha sido estudiado en los trabajos mencionados, donde
se dan algoritmos 6ptimos para los diagramas de Voronoi asociados, cuyas formas son comple-
jas (Figura 6), pero no se han podido desarrollar algoritmos subcuadréticos para estructuras
presumiblemente més sencillas, como por ejemplo la envolvente convexa.

Figura 6: Diagrama de Voronoi temporal del punto méas cercano para una autopista ideal.

Concluiremos mencionando que la diversidad de métricas, objetos y aplicaciones en torno
a los diagramas de Voronoi es tanta, que a veces es necesario o preferible utilizar métodos que
proporcionen diagramas aproximados. Esto es lo que se hace mediante secciones aleatorias en
[20], y mediante técnicas de informatica grafica dirigidas a la visualizacién en [14] y [15].
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